
线性规划、单纯形法
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线性规划是在一组线性等式或不等式的约束下，求线性目标函数最值的问题，现实中的许多问题都
可化为线性规划问题。

例 1 (分数背包问题). 设背包承重量为 10，各物品价值如下：

物品1 物品2 物品3 物品4
重量 4 7 5 3

价值 40 42 25 12

现允许物品按比例取走部分，求最大装包方案。
对 i ∈ [4]，设物品 i 取走的比例为 xi，可得如下线性规划

max 40x1 + 42x2 + 25x3 + 12x4

s.t. 4x1 + 7x2 + 5x3 + 3x4 ≤ 10

0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ [4]

注. 如果不允许取部分物品，就是 0/1 背包，约束 0 ≤ x1, x2, x3, x4 ≤ 1 变成 x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1}，此
时问题变成整数线性规划，比线性规划要难得多。

例 2 (最大流). 给定如下的流网络，求最大流。
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设 5 条边上的流量分别为 x1, . . . , x5，可得如下线性规划

max x1 + x2

s.t. 0 ≤ x1 ≤ 10

0 ≤ x2 ≤ 10

0 ≤ x3 ≤ 1

0 ≤ x4 ≤ 10

0 ≤ x5 ≤ 10

x1 + x3 − x4 = 0

x2 − x3 − x5 = 0

其中前 5 个不等式约束对应容量限制，后 2 个等式约束对应流量守恒。

R2 中的线性规划只有 2 个变量，线性等式和不等式分别对应直线和半平面，可采用图解法。

例 3 (图解法示例). 考虑如下线性规划

max 3x1 + 5x2

s.t. x1 + 5x2 ≤ 40

2x1 + x2 ≤ 20

x1 + x2 ≤ 12

x1, x2 ≥ 0

先确定可行域，即满足所有约束的可行解构成的集合。该例中共有 5 个线性不等式约束，每个对应
一个半平面，因此可行域为 5 个半平面的交集，图1中的红色凸五边形。
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图 1: 直线簇与可行域相切于最优解 (5, 7) 处，目标函数最优值为 50。
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引入直线簇 y = 3x1 + 5x2，其中不同的 y 对应不同的直线，这些直线都是平行的。先将 y 取为一
个较大的值使直线与凸五边形不相交，然后逐渐减小 y，这相当于从上向下平移直线 y = 3x1 + 5x2 使
其逐渐靠近凸五边形，当其与凸五边形相切时，切点就是最优解，

1 标准型

当变量多于 2 个时，图解法就不适用了，需要更一般性的方法。线性规划的一般性求解算法有单
纯形法和内点法。前者在最坏情况下是指数复杂度，后者是多项式复杂度，但实际使用中两者几乎没有
差别，单纯形法的最坏情况实际中很难遇到。
要想使用单纯形法，需要先将问题转化为标准型 (不等式只约束变量非负，其余都是等式约束)：

max c⊤x

s.t. Ax = b

x ≥ 0

其中

c =


c1
...

cn

 , x =


x1
...

xn

 , A =


a11 . . . a1n
... . . . ...

am1 . . . amn

 , b =


b1
...

bm


这里为了简化表达，将所有等式约束合并写成了线性方程组 Ax = b 的形式，不失一般性可设

• 共有 m 个线性等式约束、n 个变量，其中 m < n，否则可行域为单点集或空集；
• A 是行满秩矩阵，即 rank(A) = m，否则存在冗余约束；
• b ≥ 0，若某个 bi < 0，对该约束两边取反即可。

对任何形式的线性规划，都可按以下步骤将其转化成标准型，且两者是等价的：

• 对非正变量 x ≤ 0，令 y = −x 作为替代；
• 对无约束变量 x，将其表示成两个非负变量的差 x = u − v；
• 对 a⊤x ≤ b 型不等式约束，引入非负松弛变量将其转化为等式约束 a⊤x + y = b；
• 对 a⊤x ≥ b 型不等式约束，引入非负剩余变量将其转化为等式约束 a⊤x − y = b。

下面将例1、例2、例3中的问题转化为标准型。

• 分数背包问题有 5 个 a⊤x ≤ b 型约束，分别引入松弛变量 x5, . . . , x9：

max 40x1 + 42x2 + 25x3 + 12x4 max 40x1 + 42x2 + 25x3 + 12x4

s.t. 4x1 + 7x2 + 5x3 + 3x4 ≤ 10 s.t. 4x1 + 7x2 + 5x3 + 3x4 + x5 = 10

x1 ≤ 1 x1 + x6 = 1

x2 ≤ 1 =⇒ x2 + x7 = 1

x3 ≤ 1 x3 + x8 = 1

x4 ≤ 1 x4 + x9 = 1

xi ≥ 0, i ∈ [4] xi ≥ 0, i ∈ [9]

(1)
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• 最大流问题有 5 个 a⊤x ≤ b 型约束，分别引入松弛变量 x6, . . . , x10：

max x1 + x2 max x1 + x2

s.t. x1 ≤ 10 s.t. x1 + x6 = 10

x2 ≤ 10 x2 + x7 = 10

x3 ≤ 1 x3 + x8 = 1

x4 ≤ 10 =⇒ x4 + x9 = 10

x5 ≤ 10 x5 + x10 = 10

x1 + x3 − x4 = 0 x1 + x3 − x4 = 0

x2 − x3 − x5 = 0 x2 − x3 − x5 = 0

xi ≥ 0, i ∈ [5] xi ≥ 0, i ∈ [10]

(2)

• 例3中的线性规划有 3 个 a⊤x ≤ b 型约束，分别引入松弛变量 x3, x4, x5：

max 3x1 + 5x2 max 3x1 + 5x2

s.t. x1 + 5x2 ≤ 40 s.t. x1 + 5x2 + x3 = 40

2x1 + x2 ≤ 20 =⇒ 2x1 + x2 + x4 = 20

x1 + x2 ≤ 12 x1 + x2 + x5 = 12

xi ≥ 0, i ∈ [2] xi ≥ 0, i ∈ [5]

(3)

例 4. 将如下线性规划转化为标准型

max x2 − x1

s.t. 3x1 = x2 − 5

|x2| ≤ 2

x1 ≤ 0

• x1 非正，令 y1 = −x1 ≥ 0；
• x2 无约束，令 x2 = y2 − y3；

max y2 − y3 + y1 max y1 + y2 − y3

s.t. −3y1 = y2 − y3 − 5 s.t. 3y1 + y2 − y3 = 5

y2 − y3 ≤ 2 =⇒ y2 − y3 + y4 = 2

−y2 + y3 ≤ 2 −y2 + y3 + y5 = 2

yi ≥ 0, [i] ∈ [3] yi ≥ 0, [i] ∈ [5]

2 基本解

对于线性规划的标准型，可行解是线性方程组 Ax = b 的解与第一象限的交集。根据之前的约定矩
阵 A ∈ Rm×n 行满秩且 m < n，因此它有无穷多个解，但求解线性规划只需要关注其中一类称为基本
解的解。
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记矩阵 A 的 n 个列分别为 a1, . . . , an，由于 rank(A) = m，因此可以从中挑出 m 个线性无关的列
ai1 , . . . , aim 构成基 B，这些列也称为基向量，未被选择的 aim+1 , . . . , ain 称为非基向量。为表述方便，引
入矩阵的切片表示 AR,C，其中 R、C 为索引元组，例如记 B = (i1, . . . , im)、D = (im+1, . . . , in)，则

B = A:,B =
[

ai1 · · · aim

]
, D = A:,D =

[
aim+1 · · · ain

]
x⊤
B =

[
xi1 · · · xim

]
, x⊤

D =
[

xim+1 · · · xin

]
, b = Ax = BxB + DxD

其中 xi1 , . . . , xim 称为基变量，xim+1 , . . . , xin 称为非基变量。令所有非基变量为零可确定基变量的取值，这
称为 Ax = b 在基 B 下的基本解：xB = B−1b，xD = 0。

• 如果基本解中某些基变量为零，则称其为退化的基本解；
• 如果基本解还是线性规划的可行解 (满足所有变量非负)，则称其为基本可行解。

例 5. 设线性规划的等式约束为 Ax = b，其中

A =
[

a1 a2 a3 a4

]
=

[
1 1 −1 4

1 −2 −1 1

]
, b =

[
8

2

]

由于 n = 4、m = 2，故基本解不超过 (4
2) = 6 个，对线性方程组的增广矩阵做初等行变换：[

1 1 −1 4 8

1 −2 −1 1 2

]
−→

[
1 1 −1 4 8

0 −3 0 −3 −6

]
−→

[
1 0 −1 3 6

0 1 0 1 2

]
因此

 x1 = x3 − 3x4 + 6

x2 = −x4 + 2
=⇒


x1

x2

x3

x4

 =


6

2

0

0

+ s


1

0

1

0

+ t


−3

−1

0

1


• 令 s = t = 0，x⊤ =

[
6 2 0 0

]
，这是关于基

[
a1 a2

]
的基本可行解；

• 令 s = −6、t = 0，x⊤ =
[
0 2 −6 0

]
，这是关于基

[
a2 a3

]
的基本解，但不可行；

• 令 s = 0、t = 2，x⊤ =
[
0 0 0 2

]
，这是同时关于基

[
a1 a4

]
、
[

a2 a4

]
、
[

a3 a4

]
的退化基

本可行解；
• 令 s = 1、t = 1，x⊤ =

[
4 1 1 1

]
，这是可行解，但不是基本解。

注意 a1、a3 线性相关，因此前三种情况已经找到所有的基本解了。

定理 6 (线性规划基本定理). 对于线性规划的标准型：

1. 如果存在可行解，则一定存在基本可行解；
2. 如果存在最优可行解，则一定存在最优基本可行解。

证明. 1. 设可行解 x 有 l 个正分量 {i | xi > 0, i ∈ [n]} = {i1, . . . , il}，记 L = (i1, . . . , il)，则

b = Ax = A:,LxL = ai1 xi1 + · · ·+ ail xil (4)

此时分两种情况：
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• ai1 , . . . , ail 线性无关，则 l ≤ m。若 l = m，x 就是基本可行解；若 l < m，从 A 的剩余列中
挑选 m − l 个列与 ai1 , . . . , ail 构成基，此时 x 就是对应该基的退化基本可行解。

• ai1 , . . . , ail 线性相关，可以去掉一些冗余列使其线性无关，从而转化为前一种情况。设不全为
零的实数 yi1 , . . . , yil 使得

0 = ai1 yi1 + · · ·+ ail yil (5)

且至少某个 yik > 0，否则对所有的 yi1 , . . . , yil 取反即可，于是对任意 ϵ，令 (4) − ϵ × (5) 有

b = ai1(xi1 − ϵyi1) + · · ·+ ail (xil − ϵyil ) = A(x − ϵy), y⊤
L ≜

[
yi1 · · · yil

]
, y[n]\L = 0

让 ϵ 从 0 增大，对 yL 的所有正分量，xL − ϵyL 在这些分量上单调减。取 ϵ 使得 xL − ϵyL

某个分量率先变为 0，即

ϵ = min{xik /yik : yik > 0, k ∈ [l]}

注意 x − ϵy 是只有 l − 1 个正分量的可行解，重复该操作直到正分量对应的列线性无关。

2. 设最优可行解 x 有 l 个正分量 {i | xi > 0, i ∈ [n]} = {i1, . . . , il}，记 L = (i1, . . . , il)。
若 ai1 , . . . , ail 线性无关，证明同命题 1。若 ai1 , . . . , ail 线性相关，可继续沿用命题 1 中去冗余列
的方式，但还需证明对任意 ϵ，x − ϵy 都是最优解，这只需证明 c⊤y = 0。注意 xL > 0，只要

|ϵ| ≤ min{|xik /yik | : yik ̸= 0, k ∈ [l]} =⇒ ϵyik ≤ xik , ∀k ∈ [l]

x − ϵy 都是可行解，因此若 c⊤y ̸= 0，根据其符号总能取某个适当的 ϵ 使得 c⊤(x − ϵy) > c⊤x，
这与 x 是最优可行解矛盾。

♣

根据该定理，线性规划的求解可转化为对基本可行解的搜索问题，依次对基本可行解的最优性进行
检查即可。

3 几何视角

线性规划的可行域 Ω = {x | Ax = b, x ≥ 0} 是凸集，因为对 ∀x1, x2 ∈ Ω 和 ∀α ∈ (0, 1) 有

A(αx1 + (1 − α)x2) = αAx1 + (1 − α)Ax2 = αb + (1 − α)b = b, αx1 + (1 − α)x2 ≥ 0

即连接 Ω 内任意两点的线段依然属于 Ω。对凸集 Ω 中的点 x，若它无法表示成 Ω 中另外两点的凸组
合，则称 x 为 Ω 的极点。

定理 7 (等价性). x 是 Ω = {x | Ax = b, x ≥ 0} 的极点当且仅当 x 是 Ax = b, x ≥ 0 的基本可行解。

证明. ⇒：设 x 满足 Ax = b, x ≥ 0 且 {i | xi > 0, i ∈ [n]} = {i1, . . . , il}，记 L = (i1, . . . , il)，则

ai1 xi1 + · · ·+ ail xil = b
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令向量 y 满足 ai1 yi1 + · · ·+ ail yil = 0 且 y[n]\L = 0，于是对任意 ϵ 有

ai1(xi1 + ϵyi1) + · · ·+ ail (xil + ϵyil ) = b

ai1(xi1 − ϵyi1) + · · ·+ ail (xil − ϵyil ) = b

注意 xi1 , . . . , xil 均大于 0，于是存在不超过 min{|xik /yik | : yik ̸= 0, k ∈ [l]} 的正数 ϵ，使得

z1 = x + ϵy ∈ Ω, z2 = x − ϵy ∈ Ω, x =
1
2

z1 +
1
2

z2

由于 x 是极点，因此 z1 = z2 = x，而 ϵ > 0，故 y = 0，从而 yL = 0，这意味着 ai1 , . . . , ail 线性无关。
若 l = m，则 x 是基本可行解；若 l < m，则 x 是退化的基本可行解。

⇐：设 x 是基本可行解，对应基向量为 ai1 , . . . , aim，记 B = {i1, . . . , im}、D = [n] \ B，则

ai1 xi1 + · · ·+ aim xim = b, xD = 0

若存在 y, z ∈ Ω、α ∈ (0, 1) 使得 x = αy + (1 − α)z，注意 α > 0、(1 − α) > 0，故 yD = zD = 0 且

ai1 yi1 + · · ·+ aim yim = b, ai1 zi1 + · · ·+ aim zim = b

两式相减可得 ai1(yi1 − zi1) + · · ·+ aim(yim − zim) = 0，由于 ai1 , . . . , aim 线性无关，故 yB = zB，从而
y = z，即 x 是极点。 ♣

例 8. 再看例3中的线性规划，根据式(3)，其标准型为：

max 3x1 + 5x2

s.t. x1 + 5x2 + x3 = 40

2x1 + x2 + x4 = 20

x1 + x2 + x5 = 12

xi ≥ 0, i ∈ [5]

, Ax =


1

2

1


︸︷︷︸

a1

x1 +


5

1

1


︸︷︷︸

a2

x2 +


1

0

0


︸︷︷︸

a3

x3 +


0

1

0


︸︷︷︸

a4

x4 +


0

0

1


︸︷︷︸

a5

x5 =


40

20

12


︸ ︷︷ ︸

b

注意 a3、a4、a5 构成单位阵，取其作基，基本可行解是一目了然的：

40a3 + 20a4 + 12a5 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

0 0 40 20 12

]

对应原问题 R2 中可行域的极点 [0, 0]，目标函数值 0 < 50，因此还不是最优解。
根据迭代改进的思路，需要从当前极点移动到邻近极点，同时使目标函数值增大。现选择 a1 作为

新的基向量 (入基) 并移除原来的某个基向量 (出基)，注意 a1 = a3 + 2a4 + a5，于是

ϵa1 + (40 − ϵ)a3 + (20 − 2ϵ)a4 + (12 − ϵ)a5 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

ϵ 0 40 − ϵ 20 − 2ϵ 12 − ϵ

]

让 ϵ 从 0 增大，x1 变成正数，x3、x4、x5 逐渐变小，当 ϵ 增大到 10 时，x4 率先减小到 0，即 a4 出基，
得到一个新的基本可行解

10a1 + 30a3 + 2a5 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

10 0 30 0 2

]
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对应原问题 R2 中可行域的极点 [10, 0]，目标函数值 30 < 50，依然不是最优解。
重复前面的操作，现选择 a2 作为新的基向量，注意 a2 =

1
2 a1 +

9
2 a3 +

1
2 a5，于是(

10 − 1
2

ϵ

)
a1 + ϵa2 +

(
30 − 9

2
ϵ

)
a3 +

(
2 − 1

2
ϵ

)
a5 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

10 − 1
2 ϵ ϵ 30 − 9

2 ϵ 0 2 − 1
2 ϵ

]

让 ϵ 从 0 增大，x2 变成正数，x1、x3、x5 逐渐变小，当 ϵ 增大到 4 时，x5 率先减小到 0，即 a5 出基，
得到一个新的基本可行解

8a1 + 4a2 + 12a3 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

8 4 12 0 0

]

对应原问题 R2 中可行域的极点 [8, 4]，目标函数值 44 < 50，依然不是最优解。
重复前面的操作，现选择 a4 作为新的基向量，注意 a4 = a1 − a2 + 4a3，于是

(8 − ϵ)a1 + (4 + ϵ)a2 + (12 − 4ϵ)a3 + ϵa4 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

8 − ϵ 4 + ϵ 12 − 4ϵ ϵ 0

]

让 ϵ 从 0 增大，x4 变成正数，x1、x3 逐渐变小，当 ϵ 增大到 3 时，x3 率先减小到 0，即 a3 出基，得
到一个新的基本可行解

5a1 + 7a2 + 3a4 = b,

[
x1 x2 x3 x4 x5

5 7 0 3 0

]

对应原问题 R2 中可行域的极点 [5, 7]，目标函数值 50，这就是最优解。

这种从一个极点转移到另一个极点，迭代改进的操作方式就是单纯形法求线性规划的基本思路，但

1. 如何确定初始的基和基本可行解？
2. 如何确定每轮的入基向量以改进当前解？
3. 如何确定当前解为最优解以停止算法？

4 单纯形法

例8中每轮迭代都要将 b 和入基向量 aq 用当前基向量 ai1 , . . . , aim 线性表出：

b = xi1 ai1 + · · ·+ xim aim , aq = yi1 ai1 + · · ·+ yim aim

由此得到关于 ϵ 的恒等式

(xi1 − ϵyi1)ai1 + · · ·+ (xim − ϵyim)aim + ϵaq = b

让 ϵ 从 0 增大直到某个 ap 出基，其中 p = argminik
{xik /yik : yik > 0, k ∈ [m]}。

b 和 aq 的线性表出系数如何得到呢？根据线性方程组理论，对 Ax = b 的增广矩阵做初等行变换[
B aim+1 · · · ain b

]
−→

[
Im B−1aim+1 · · · B−1ain B−1b

]
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当基 B 变成单位阵时，B−1aq 和 B−1b 就是 aq 和 b 的线性表出系数。
下面考察基本可行解变化时目标函数值的变化，将标准型写成分块的形式

max c⊤B xB + c⊤DxD

s.t. BxB + DxD = b

xB , xD ≥ 0

• 若 xD = 0，则 xB = B−1b，此时 x 就是关于基 B 的基本可行解，对应目标函数值为

ẑ = c⊤B xB = c⊤BB−1b

• 若 xD ̸= 0，则 xB = B−1b − B−1DxD，对应目标函数值为

z = c⊤B xB + c⊤DxD = c⊤B (B
−1b − B−1DxD) + c⊤DxD = c⊤BB−1b − (c⊤BB−1D − c⊤D)xD = ẑ − r⊤DxD

其中 r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D 称为检验数。注意 xD ≥ 0，若 rD ≥ 0，则 z ≤ ẑ，即关于基 B 的基本可
行解就是最优解，这就回答了前面的问题 3。若 rD 某个分量为负，则将 xD 对应的非基变量从 0

变为正数可使目标函数值变大，因此可选该非基变量对应的列入基，这就回答了前面的问题 2。

基于此，构造单纯形表 [
A b

−c⊤ 0

]
=

[
B D b

−c⊤B −c⊤D 0

]

先做初等行变换将基 B 变成单位阵[
B−1 0

0⊤ 1

] [
B D b

−c⊤B −c⊤D 0

]
=

[
Im B−1D B−1b

−c⊤B −c⊤D 0

]

再做初等行变换将最后一行基变量对应的 −c⊤B 变成 0⊤[
Im 0

c⊤B 1

] [
Im B−1D B−1b

−c⊤B −c⊤D 0

]
=

[
Im B−1D B−1b

0⊤ c⊤BB−1D − c⊤D c⊤BB−1b

]

这张表里包含了一切我们需要的信息：

• B−1D 里的每列就是当前非基向量 (候选入基向量) 在基下的线性表出系数；
• B−1b 是当前基对应的基本可行解中的基变量值；
• c⊤BB−1D − c⊤D 就是检验数，可以指示下一个入基向量和是否已达最优解；
• c⊤BB−1b 就是当前基本可行解对应的目标函数值。

例 9 (用单纯形法求例3中的线性规划). 根据式(3)，初始单纯形表为

a1 a2 a3 a4 a5

x3 1 5 1 40

x4 2 1 1 20

x5 1 1 1 12

−3 −5 0
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注意此时需要取 3 个线性无关的列组成初始的基，然后做初等行变换将其变成单位阵，因此直接取 a3、
a4、a5 是最省事的，已经是单位阵了，可以少做一次初等行变换：

• 基变量的名字在最左列，取值就是最右列的 b；
• 基变量对应的 cB = 0，故非基变量的检验数就是最后一行的 −c⊤D；
• 目标函数值就是右下角的 0；

基本可行解为 [
x1 x2 x3 x4 x5

0 0 40 20 12

]

对应 R2 中可行域的极点 [0, 0]，由于检验数还有负值，因此还不是最优解。
取最小检验数对应的列入基 (改进幅度最大)，即 a2 入基。注意

b = 40a3 + 20a4 + 12a5, a2 = 5a3 + 1a4 + 1a5

计算 min{40/5, 20/1, 12/1} 可知 a3 出基。现做初等行变换将新的基变成单位阵，即 a2 变成
[
1 0 0

]⊤
，

先将主元 (入基向量 a2 和 x3 所在行的交点) 变成 1，然后消去 a2 中的非主元元素

a1 a2 a3 a4 a5

x2 1/5 1 1/5 8

x4 2 1 1 20

x5 1 1 1 12

−3 −5 0

=⇒

a1 a2 a3 a4 a5

x2 1/5 1 1/5 8

x4 9/5 −1/5 1 12

x5 4/5 −1/5 1 4

−2 1 40

基本可行解为 [
x1 x2 x3 x4 x5

0 8 0 12 4

]

对应 R2 中可行域的极点 [0, 8]，由于检验数还有负值，因此还不是最优解。
根据检验数 a1 入基，计算 min{8/1/5, 12/9/5, 4/4/5} 可知 a5 出基。做初等行变换

a1 a2 a3 a4 a5

x2 1/5 1 1/5 8

x4 9/5 −1/5 1 12

x1 1 −1/4 5/4 5

−2 1 40

=⇒

a1 a2 a3 a4 a5

x2 1 1/4 −1/4 7

x4 1/4 1 −9/4 3

x1 1 −1/4 5/4 5
1/2 5/2 50

基本可行解为 [
x1 x2 x3 x4 x5

5 7 0 3 0

]

对应 R2 中可行域的极点 [5, 7]，由于检验数均非负，已达最优解。
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注. 注意与例8中经过的基本可行解的顺序不一样，本例中为[
x1 x2 x3 x4 x5

0 0 40 20 12

]
−→

[
x1 x2 x3 x4 x5

0 8 0 12 4

]
−→

[
x1 x2 x3 x4 x5

5 7 0 3 0

]

例 10 (用单纯形法求分数背包问题). 根据式(1)，初始单纯形表为

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

x5 4 7 5 3 1 10

x6 1 1 1

x7 1 1 1

x8 1 1 1

x9 1 1 1

−40 −42 −25 −12 0

由于 a5、a6、a7、a8、a9 构成单位阵，取其作基，基本可行解为[
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

0 0 0 0 10 1 1 1 1

]

根据检验数 a2 入基，计算 min{10/7, 1/1} 可知 a7 出基。做初等行变换

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

x5 4 5 3 1 −7 3

x6 1 1 1

x2 1 1 1

x8 1 1 1

x9 1 1 1

−40 −25 −12 42 42

基本可行解为 [
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

0 1 0 0 3 1 0 1 1

]

根据检验数 a1 入基，计算 min{3/4, 1/1} 可知 a5 出基。做初等行变换

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

x1 1 5/4 3/4 1/4 −7/4 3/4

x6 1 1 1

x2 1 1 1

x8 1 1 1

x9 1 1 1

−40 −25 −12 42 42

=⇒

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

x1 1 5/4 3/4 1/4 −7/4 3/4

x6 −5/4 −3/4 −1/4 1 7/4 1/4

x2 1 1 1

x8 1 1 1

x9 1 1 1

25 18 10 40 −28 72
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基本可行解为 [
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

3/4 1 0 0 0 1/4 0 1 1

]
根据检验数 a7 入基，计算 min{1/4/7/4, 1/1} 可知 a6 出基。做初等行变换

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

x1 1 5/4 3/4 1/4 −7/4 3/4

x7 −5/7 −3/7 −1/7 1 1 1/7

x2 1 1 1

x8 1 1 1

x9 1 1 1

25 18 10 40 −28 72

=⇒

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

x1 1 7/4 1

x7 −5/7 −3/7 −1/7 1 1 1/7

x2 1 5/7 3/7 1/7 −1 6/7

x8 1 1 1

x9 1 1 1

5 6 6 68 76

基本可行解为 [
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

1 6/7 0 0 0 0 1/7 1 1

]
由于检验数均非负，已达最优解。

注. 四个物品是按单价从高到低排好序的，根据最优解，先装单价最高的物品 1，用掉 4 个单位重量，
剩下 6 个单位重量全部用于装单价次高的物品 2，事实上分数背包问题是可以用贪心法来做的。

4.1 修正单纯形法

单纯形法每轮迭代做初等行变换都要更新所有列，但若有些列从没入过基 (例10中的 a3、a4)，那
对它们的更新都是多余的，去掉这些无用的计算，可以进一步提升算法效率。
设当前轮的基为 B =

[
ai1 · · · ap · · · aim

]
，将 b 和入基向量 aq 用基向量线性表出：

b = BB−1b = Bx = xi1 ai1 + · · ·+ xim aim , x = B−1b ∈ Rm

aq = BB−1aq = By = yi1 ai1 + · · ·+ yim aim , y = B−1aq ∈ Rm

由此得到出基向量 ap，其中 p = argminik
{xik /yik : yik > 0, k ∈ [m]}。不难看出整个过程并不需要完整

的 B−1D，要的只是其中一列 B−1aq，因此修正单纯形法只维护 B−1 和 B−1b。
下面推导修正单纯形表的更新方法，设 aq 入基、ap 出基，新的基为

Bnew =
[

ai1 · · · aq · · · aim

]
= B

[
e1 · · · B−1aq · · · en

]
= B

[
e1 · · · y · · · en

]
于是

B−1
new =



1 yi1

. . . ...
yp
... . . .

yim 1



−1

B−1 =



1 −yi1/yp

. . . ...
1/yp

... . . .
−yim/yp 1


B−1 ≜ EB−1
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注意 EB−1aq = Ey = ep，即 E 是将 y 变成 ep 的初等行变换，于是

E
[
B−1 B−1b B−1aq

]
=

[
B−1

new B−1
newb ep

]
综上，整个流程如下：[

B−1 B−1b
]
添加最右列−−−−−→

[
B−1 B−1b B−1aq

]
初等行变换−−−−−→

[
B−1

new B−1
newb ep

]
删除最右列−−−−−→

[
B−1

new B−1
newb

]
1. 根据当前检验数确定入基向量 aq；
2. 计算 y = B−1aq，将其添加到修正单纯形表最右侧得到增广修正单纯形表；
3. 根据 p = argminik

{xik /yik : yik > 0, k ∈ [m]} 确定出基向量 ap；
4. 对增广修正单纯形表做初等行变换，使最右列变成 ep 后将其删除；
5. 更新检验数。

例 11 (用修正单纯形法求分数背包问题). 初始单纯形表为

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

4 7 5 3 1 10

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

−c⊤ −40 −42 −25 −12 0

取 a5、a6、a7、a8、a9 作基，修正单纯形表为

x5 1 10

x6 1 1

x7 1 1

x8 1 1

x9 1 1

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D = 0⊤B−1D −
[
40 42 25 12

]
=

[
−40 −42 −25 −12

]
根据检验数 a2 入基，于是

y =



1

1

1

1

1





7

0

1

0

0


=



7

0

1

0

0


,

x5 1 10 7

x6 1 1

x7 1 1 1

x8 1 1

x9 1 1
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计算 min{10/7, 1/1} 可知最后一列第 3 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x5 1 −7 3

x6 1 1

x2 1 1 1

x8 1 1

x9 1 1

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 42 0 0

]


1 −7

1

1

1

1





4 5 3

1

1

1

1


−

[
40 25 12 0

]

=
[
0 0 0 42

]
−

[
40 25 12 0

]
=

[
−40 −25 −12 42

]
根据检验数 a1 入基，于是

y =



1 −7

1

1

1

1





4

1

0

0

0


=



4

1

0

0

0


,

x5 1 −7 3 4

x6 1 1 1

x2 1 1

x8 1 1

x9 1 1

计算 min{3/4, 1/1} 可知最后一列第 1 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x1 1/4 −7/4 3/4 1

x6 1 1 1

x2 1 1

x8 1 1

x9 1 1

=⇒

x1 1/4 −7/4 3/4 1

x6 −1/4 1 7/4 1/4

x2 1 1

x8 1 1

x9 1 1

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
40 0 42 0 0

]


1/4 −7/4

−1/4 1 7/4

1

1

1





5 3 1

1

1

1


−

[
25 12 0 0

]
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=
[
50 30 10 −28

]
−

[
25 12 0 0

]
=

[
25 18 10 −28

]
根据检验数 a7 入基，于是

y =



1/4 −7/4

−1/4 1 7/4

1

1

1





0

0

1

0

0


=



−7/4

7/4

1

0

0


,

x1 1/4 −7/4 3/4 −7/4

x6 −1/4 1 7/4 1/4 7/4

x2 1 1 1

x8 1 1

x9 1 1

计算 min{1/4/7/4, 1/1} 可知最后一列第 2 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x1 1/4 −7/4 3/4 −7/4

x7 −1/7 4/7 1 1/7 1

x2 1 1 1

x8 1 1

x9 1 1

=⇒

x1 1 1

x7 −1/7 4/7 1 1/7 1

x2 1/7 −4/7 6/7

x8 1 1

x9 1 1

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
40 0 42 0 0

]


1
−1/7 4/7 1
1/7 −4/7

1

1





5 3 1

1

1

1


−

[
25 12 0 0

]

=
[
30 18 6 16

]
−

[
25 12 0 0

]
=

[
5 6 6 16

]
由于检验数均非负，当前基本可行解

[
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

1 6/7 0 0 0 0 1/7 1 1

]
即为最优解。

例 12 (用修正单纯形法求最大流问题). 根据式(2)，初始单纯形表为

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

1 1 10

1 1 10

1 1 1

1 1 10

1 1 10

1 1 −1 0

1 −1 −1 0

−c⊤ −1 −1 0
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这里就涉及到前面的问题 1 了：如何确定初始的基和基本可行解？前面两个例子只有 a⊤x ≤ b 型
约束，每个约束引入一个松弛变量，A 中天然有一个单位阵，直接取这个单位阵作为初始基，最右的 b

就是基本解中基变量的取值，而我们开始假定了 b ≥ 0，因此这个基本解也是可行解，从而单纯形法可
以迭代下去。但最大流问题本身有两个流量守恒产生的等式约束，A 中没有现成的单位阵，这时有两种
做法：

1. 手动选 m 列作为基，但这种做法也有两个问题：

(a) 无法确保选出来的列一定能构成基 (线性无关)；

(b) 无法确保该基对应的基本解是可行解；

2. 采用后文的两阶段单纯形法。

本节我们先采用做法 1，取 a4、a5、a6、a7、a8、a9、a10 作为基，单纯形表为

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

−1 −1 1 0

−1 1 1 0

1 1 10

1 1 10

1 1 1

1 1 1 10

1 −1 1 10

−c⊤ −1 −1 0

修正单纯形表为

x4 1 0

x5 1 0

x6 1 10

x7 1 10

x8 1 1

x9 1 10

x10 1 10

检验数 r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D = 0⊤ −
[
1 1 0

]
=

[
−1 −1 0

]
。根据检验数 a1 入基，于是

y = B−1a1 =



−1

0

1

0

0

1

0


,

x4 1 0 −1

x5 1 0

x6 1 10 1

x7 1 10

x8 1 1

x9 1 10 1

x10 1 10
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计算 min{10/1, 10/1} 可知最后一列第 3 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x4 1 1 10

x5 1 0

x1 1 10 1

x7 1 10

x8 1 1

x9 −1 1 0

x10 1 10

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 1 0 0 0 0

]


1 1

1

1

1

1

−1 1

1





−1

−1 1

1

1

1

1

1 −1


−

[
1 0 0

]
=

[
−1 0 1

]

根据检验数 a2 入基，于是

y = B−1a2 =



1 1

1

1

1

1

−1 1

1





0

−1

0

1

0

0

1


=



0

−1

0

1

0

0

1


,

x4 1 1 10

x5 1 0 −1

x1 1 10

x7 1 10 1

x8 1 1

x9 −1 1 0

x10 1 10 1

计算 min{10/1, 10/1} 可知最后一列第 4 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x4 1 1 10

x5 1 1 10

x1 1 10

x2 1 10 1

x8 1 1

x9 −1 1 0

x10 −1 1 0

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D
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=
[
0 0 1 1 0 0 0

]


1 1

1 1

1

1

1

−1 1

−1 1





−1

1

1

1

1

1

−1


− 0⊤ =

[
0 1 1

]

由于检验数均非负，当前基本可行解

[
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

10 10 0 10 10 0 0 1 0 0

]
即为最优解，对应

的流网络为

s

v1

v2

t

10/10

10/10

0/
1

10/10

10/10

5 两阶段单纯形法

针对线性规划的标准型，构造如下的辅助问题：

min 1⊤y

s.t.
[
A Im

] [x

y

]
= b

x, y ≥ 0

辅助问题依然是个线性规划标准型，辅助变量 y 引入了一个单位阵，因此有一个天然的基本可行解。

定理 13. 原线性规划问题存在基本可行解当且仅当辅助问题存在使目标函数值为 0 的最优解。

证明. ⇒：设原问题存在基本可行解 x，则

[
x

0

]
是辅助问题的基本可行解。显然辅助问题的目标函数最

小值为 0，因此这也是辅助问题的最优解。

⇐：设辅助问题存在使目标函数值为 0 的最优解

[
x

y

]
，则必然 y = 0，于是 Ax = b，又 x ≥ 0，

即 x 是原问题的可行解，根据线性规划基本定理，原问题存在基本可行解。 ♣
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根据该定理，一阶段用单纯形法求解辅助问题，得到的最优基本可行解中的 x 就是原问题的基本
可行解，以其作为二阶段线性规划的初始解。

例 14 (用两阶段单纯形法求例2中的最大流问题). 原问题有 5个由容量限制产生的 a⊤x ≤ b型约束和 2

个由流量守恒产生的等式约束。转化成式(2)的标准型后，A 中没有单位阵，但有一个前者产生的 5 × 5

的子单位阵，因此为后者引入辅助变量 y1, y2，注意 min{y1 + y2} 等价于 max{−y1 − y2}，构造辅助
问题：

max x1 + x2 max −y1 − y2

s.t. x1 ≤ 10 s.t. x1 + x6 = 10

x2 ≤ 10 x2 + x7 = 10

x3 ≤ 1 x3 + x8 = 1

x4 ≤ 10 =⇒ x4 + x9 = 10

x5 ≤ 10 x5 + x10 = 10

x1 + x3 − x4 = 0 x1 + x3 − x4 + y1 = 0

x2 − x3 − x5 = 0 x2 − x3 − x5 + y2 = 0

xi ≥ 0, i ∈ [5] xi ≥ 0, i ∈ [10]

yj ≥ 0, j ∈ [2]

初始单纯形表为

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12

1 1 10

1 1 10

1 1 1

1 1 10

1 1 10

1 1 −1 1 0

1 −1 −1 1 0

−c⊤ 1 1 0

取 a6、a7、a8、a9、a10、a11、a12 作为基，修正单纯形表为

x6 1 10

x7 1 10

x8 1 1

x9 1 10

x10 1 10

y1 1 0

y2 1 0

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D
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=
[
0 0 0 0 0 −1 −1

]


1

1

1

1

1

1

1





1

1

1

1

1

1 1 −1

1 −1 −1


− 0⊤

=
[
−1 −1 0 1 1

]
根据检验数 a1 入基，于是

y = B−1a1 =



1

0

0

0

0

1

0


,

x6 1 10 1

x7 1 10

x8 1 1

x9 1 10

x10 1 10

y1 1 0 1

y2 1 0

计算 min{10/1, 0/1} 可知最后一列第 6 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x6 1 −1 10

x7 1 10

x8 1 1

x9 1 10

x10 1 10

x1 1 0 1

y2 1 0

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 0 0 0 0 −1

]


1 −1

1

1

1

1

1

1





1

1

1

1

1 −1 1

1 −1 −1


−

[
0 0 0 0 −1

]
=

[
−1 1 0 1 1

]
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根据检验数 a2 入基，于是

y = B−1a2 =



1 −1

1

1

1

1

1

1





0

1

0

0

0

0

1


=



0

1

0

0

0

0

1


,

x6 1 −1 10

x7 1 10 1

x8 1 1

x9 1 10

x10 1 10

x1 1 0

y2 1 0 1

计算 min{10/1, 0/1} 可知最后一列第 7 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x6 1 −1 10

x7 1 −1 10

x8 1 1

x9 1 10

x10 1 10

x1 1 0

x2 1 0 1

检验数 r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D = 0⊤ −
[
0 0 0 −1 −1

]
=

[
0 0 0 1 1

]
。由于检验数均非负，当前

基本可行解即为辅助问题的最优解，去掉 y1、y2 作为二阶段线性规划的初始解，检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 0 0 0 1 1

]


1 −1

1 −1

1

1

1

1

1





1

1

1

1 −1

−1 −1


− 0⊤

=
[
0 −1 −1

]
根据检验数 a4 入基，于是

y =



1 −1

1 −1

1

1

1

1

1





0

0

0

1

0

−1

0


=



1

0

0

1

0

−1

0


,

x6 1 −1 10 1

x7 1 −1 10

x8 1 1

x9 1 10 1

x10 1 10

x1 1 0 −1

x2 1 0
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计算 min{10/1, 10/1} 可知最后一列第 1 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x4 1 −1 10 1

x7 1 −1 10

x8 1 1

x9 −1 1 1 0

x10 1 10

x1 1 10

x2 1 0

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 0 0 0 1 1

]


1 −1

1 −1

1

−1 1 1

1

1

1





1

1

1

1

−1 −1


− 0⊤

=
[
−1 −1 1

]
根据检验数 a3 入基，于是

y =



1 −1

1 −1

1

−1 1 1

1

1

1





0

0

1

0

0

1

−1


=



−1

1

1

1

0

0

−1


,

x4 1 −1 10 −1

x7 1 −1 10 1

x8 1 1 1

x9 −1 1 1 0 1

x10 1 10

x1 1 10

x2 1 0 −1

计算 min{10/1, 1/1, 0/1} 可知最后一列第 4 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x4 1 10

x7 1 1 −1 −1 −1 10

x8 1 1 −1 −1 1

x3 −1 1 1 0 1

x10 1 10

x1 1 10

x2 −1 1 1 1 0
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检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 0 0 0 1 1

]


1

1 1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1

−1 1 1

1

1

−1 1 1 1





1

1

1

−1


− 0⊤

=
[
−1 0 1

]
根据检验数 a5 入基，于是

y =



1

1 1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1

−1 1 1

1

1

−1 1 1 1





0

0

0

0

1

0

−1


=



0

1

0

0

1

0

−1


,

x4 1 10

x7 1 1 −1 −1 −1 10 1

x8 1 1 −1 −1 1

x3 −1 1 1 0

x10 1 10 1

x1 1 10

x2 −1 1 1 1 0 −1

计算 min{10/1, 10/1} 可知最后一列第 2 个元素为主元，做初等行变换更新修正单纯形表

x4 1 10

x5 1 1 −1 −1 −1 10 1

x8 1 1 −1 −1 1

x3 −1 1 1 0

x10 −1 −1 1 1 1 1 0

x1 1 10

x2 1 10

检验数

r⊤D = c⊤BB−1D − c⊤D

=
[
0 0 0 0 0 1 1

]


1

1 1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1

−1 1 1

−1 −1 1 1 1 1

1

1





1

1

1


− 0⊤
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=
[
1 1 0

]
由于检验数均非负，当前基本可行解

[
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

10 10 0 10 10 0 0 1 0 0

]
即为最优解。
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