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对数几率回归 (logisitic regression，LR) 虽然名字中包含“回归”二字，但其本质上是一种广泛使用的
线性分类模型。它通过非线性变换将线性模型的输出映射到 [0, 1] 使结果具有概率意义。

1 二分类

对于二分类问题，设标记集合 𝒴 = {1,−1}。由贝叶斯定理，样本 𝒙 属于正类的条件概率为：

ℙ(𝑦 = 1|𝒙) = ℙ(𝒙, 𝑦 = 1)
ℙ(𝒙) = ℙ(𝒙, 𝑦 = 1)

ℙ(𝒙, 𝑦 = 1) + ℙ(𝒙, 𝑦 = −1) = 1/(1 + ℙ(𝒙, 𝑦 = −1)
ℙ(𝒙, 𝑦 = 1) ) (1)

令

𝑎 = ln ℙ(𝒙, 𝑦 = 1)
ℙ(𝒙, 𝑦 = −1) = ln ℙ(𝒙, 𝑦 = 1)

1 − ℙ(𝒙, 𝑦 = 1)

为正负类联合概率比值的对数，即对数几率 (log-odds)，则式(1)可写为：

ℙ(𝑦 = 1|𝒙) = 1
1 + exp(−𝑎) ≜ 𝜎(𝑎)

其中 𝜎 ∶ ℝ ↦ (0, 1) 为对数几率函数 (logisitic function)，其将对数几率映射为正类条件概率。LR 的核心
假设是：对数几率 𝑎 与输入特征 𝒙 呈线性关系，即 𝑎 = 𝒘⊤𝒙 + 𝑏。因此，模型预测的概率为：

ℙ(𝑦 = 1|𝒙) = 𝜎(𝒘⊤𝒙 + 𝑏) = 1
1 + exp(−(𝒘⊤𝒙 + 𝑏))

ℙ(𝑦 = −1|𝒙) = exp(−(𝒘⊤𝒙 + 𝑏))
1 + exp(−(𝒘⊤𝒙 + 𝑏)) = 1

1 + exp(𝒘⊤𝒙 + 𝑏) = 𝜎(−(𝒘⊤𝒙 + 𝑏))

给定数据集 𝒟 = {(𝒙𝑖, 𝑦𝑖)}𝑖∈[𝑚] ⊆ ℝ𝑛 × {1,−1}，我们采用极大似然估计法求解参数 𝒘 和 𝑏：

argmax
𝒘,𝑏

lnℙ(𝒟|𝒘, 𝑏) = argmax
𝒘,𝑏

ln ∏
𝑖∈[𝑚]

ℙ(𝒙𝑖, 𝑦𝑖|𝒘, 𝑏) (IID 假设)

= argmax
𝒘,𝑏

∑
𝑖∈[𝑚]

lnℙ(𝒙𝑖, 𝑦𝑖|𝒘, 𝑏) (ln(𝑎 ⋅ 𝑏) = ln 𝑎 + ln 𝑏)

= argmax
𝒘,𝑏

∑
𝑖∈[𝑚]

(lnℙ(𝑦𝑖|𝒙𝑖,𝒘, 𝑏) + lnℙ(𝒙𝑖|𝒘, 𝑏)) (ℙ(𝒙𝑖, 𝑦𝑖) = ℙ(𝑦𝑖|𝒙𝑖)ℙ(𝒙𝑖))

= argmax
𝒘,𝑏

∑
𝑖∈[𝑚]

lnℙ(𝑦𝑖|𝒙𝑖,𝒘, 𝑏) (𝒙𝑖 不依赖于 𝒘、𝑏，故 ℙ(𝒙𝑖|𝒘, 𝑏) = ℙ(𝒙𝑖))

= argmax
𝒘,𝑏

∑
𝑖∈[𝑚]

ln 1
1 + exp(−𝑦𝑖(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏))

= argmin
𝒘,𝑏

∑
𝑖∈[𝑚]

ln(1 + exp(−𝑦𝑖(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏)))
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上述目标函数也可从交叉熵的角度来推导：类别标记的独热编码可表示为 [(1+ 𝑦)/2, (1− 𝑦)/2]，模型预测
分布为 [𝜎(𝒘⊤𝒙 + 𝑏), 𝜎(−(𝒘⊤𝒙 + 𝑏))]，其经验交叉熵损失 ℓCE 化简后与上述极大似然形式一致：

ℓCE = − ∑
𝑖∈[𝑚]

(1 + 𝑦𝑖
2 ln𝜎(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏) + 1 − 𝑦𝑖

2 ln𝜎(−(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏)))

= ∑
𝑖∈[𝑚]

(1 + 𝑦𝑖
2 ln(1 + exp(−(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏))) + 1 − 𝑦𝑖

2 ln(1 + exp(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏)))

= ∑
𝑖∈[𝑚]

(𝕀(𝑦𝑖 = 1) ln(1 + exp(−(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏))) + 𝕀(𝑦𝑖 = −1) ln(1 + exp(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏)))

= ∑
𝑖∈[𝑚]

ln(1 + exp(−𝑦𝑖(𝒘⊤𝒙𝑖 + 𝑏)))

2 多分类

对于多分类问题，设标记集合 𝒴 = [𝑐]。LR 引入 𝑐 个线性判别函数 𝒘⊤
𝑗 𝒙 + 𝑏𝑗，其中 𝑗 ∈ [𝑐]，并通过

softmax 函数将输出转化为概率分布：

ℙ(𝑦 = 𝑘|𝒙) = 𝜎𝑘(𝒙) =
exp(𝒘⊤

𝑘𝒙 + 𝑏𝑘)
∑𝑗∈[𝑐] exp(𝒘⊤

𝑗 𝒙 + 𝑏𝑗)
= exp((𝒘𝑘 −𝒘𝑐)⊤𝒙 + 𝑏𝑘 − 𝑏𝑐)

∑𝑗∈[𝑐−1] exp((𝒘𝑗 −𝒘𝑐)⊤𝒙 + 𝑏𝑗 − 𝑏𝑐) + 1 (2)

其中最后一个等号是因为 softmax 函数的参数存在冗余性，分子、分母同除以某个 exp(𝒘⊤
𝑗 𝒙+ 𝑏𝑗) 概率值

不变，故通常令 𝒘𝑐 = 𝟎、𝑏𝑐 = 0，即 exp(𝒘⊤
𝑐 𝒙+ 𝑏𝑐) = 1 以消除冗余。当 𝑐 = 2 时，式(2)即退化为二分类

的对数几率函数：

ℙ(𝑦 = 1|𝒙) = exp(𝒘⊤
1𝒙 + 𝑏1)

exp(𝒘⊤
1𝒙 + 𝑏1) + 1 = 1

1 + exp(−(𝒘⊤
1𝒙 + 𝑏1))

给定数据集 𝒟 = {(𝒙𝑖, 𝑦𝑖)}𝑖∈[𝑚] ⊆ ℝ𝑛 × [𝑐]，极大似然估计的目标是最大化对数似然：

argmax
𝒘𝑗∈[𝑐],𝑏𝑗∈[𝑐]

lnℙ(𝒟|𝒘𝑗∈[𝑐], 𝑏𝑗∈[𝑐]) = argmax
𝒘𝑗∈[𝑐],𝑏𝑗∈[𝑐]

ln ∏
𝑖∈[𝑚]

ℙ(𝒙𝑖, 𝑦𝑖|𝒘𝑗∈[𝑐], 𝑏𝑗∈[𝑐])

= argmax
𝒘𝑗∈[𝑐],𝑏𝑗∈[𝑐]

∑
𝑖∈[𝑚]

lnℙ(𝑦𝑖|𝒙𝑖,𝒘𝑗∈[𝑐], 𝑏𝑗∈[𝑐])

= argmax
𝒘𝑗∈[𝑐],𝑏𝑗∈[𝑐]

∑
𝑖∈[𝑚]

ln
exp(𝒘⊤

𝑦𝑖
𝒙𝑖 + 𝑏𝑦𝑖

)
∑𝑗∈[𝑐] exp(𝒘⊤

𝑗 𝒙𝑖 + 𝑏𝑗)

= argmax
𝒘𝑗∈[𝑐],𝑏𝑗∈[𝑐]

∑
𝑖∈[𝑚]

ln𝜎𝑦𝑖
(𝒙𝑖)

为了求解该优化问题，我们计算其梯度：

𝜕𝜎𝑦𝑖
(𝒙𝑖)

𝜕𝒘𝑘
= 𝜕

𝜕𝒘𝑘
(

exp(𝒘⊤
𝑦𝑖
𝒙𝑖 + 𝑏𝑦𝑖

)
∑𝑗∈[𝑐] exp(𝒘⊤

𝑗 𝒙𝑖 + 𝑏𝑗)
)

=
𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) exp(𝒘⊤

𝑦𝑖
𝒙𝑖 + 𝑏𝑦𝑖

)𝒙𝑖 ∑𝑗∈[𝑐] exp(𝒘⊤
𝑗 𝒙𝑖 + 𝑏𝑗) − exp(𝒘⊤

𝑦𝑖
𝒙𝑖 + 𝑏𝑦𝑖

) exp(𝒘⊤
𝑘𝒙𝑖 + 𝑏𝑘)𝒙𝑖

(∑𝑗∈[𝑐] exp(𝒘⊤
𝑗 𝒙𝑖 + 𝑏𝑗))2

= 𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖)𝜎𝑦𝑖
(𝒙𝑖)𝒙𝑖 − 𝜎𝑦𝑖

(𝒙𝑖)𝜎𝑘(𝒙𝑖)𝒙𝑖

= 𝜎𝑦𝑖
(𝒙𝑖)(𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) − 𝜎𝑘(𝒙𝑖))𝒙𝑖

于是对数似然关于 𝒘𝑘 的梯度为

𝜕∑𝑖∈[𝑚] ln𝜎𝑦𝑖
(𝒙𝑖)

𝜕𝒘𝑘
= ∑

𝑖∈[𝑚]

1
𝜎𝑦𝑖

(𝒙𝑖)
𝜕𝜎𝑦𝑖

(𝒙𝑖)
𝜕𝒘𝑘

= ∑
𝑖∈[𝑚]

(𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) − 𝜎𝑘(𝒙𝑖))𝒙𝑖
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同理可得对数似然关于 𝑏𝑘 的梯度为

𝜕∑𝑖∈[𝑚] ln𝜎𝑦𝑖
(𝒙𝑖)

𝜕𝑏𝑘
= ∑

𝑖∈[𝑚]

1
𝜎𝑦𝑖

(𝒙𝑖)
𝜕𝜎𝑦𝑖

(𝒙𝑖)
𝜕𝑏𝑘

= ∑
𝑖∈[𝑚]

(𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) − 𝜎𝑘(𝒙𝑖))

令梯度为零，我们得到最优解应满足的平衡方程组：

∑
𝑖∈[𝑚]

𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖)𝒙𝑖 = ∑
𝑖∈[𝑚]

𝜎𝑘(𝒙𝑖)𝒙𝑖, ∑
𝑖∈[𝑚]

𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) = ∑
𝑖∈[𝑚]

𝜎𝑘(𝒙𝑖), ∀𝑘 ∈ [𝑐] (3)

式(3)表明：在最优解处，第 𝑘 类样本的特征之和 (及数量) 等于所有样本以 softmax 变换给出的概率为权
重的加权和。这与马尔可夫过程中的细致平稳 (detailed balance) 条件形式相似。

3 最大熵视角

最大熵 (maximum entropy) 原理是概率建模的一个重要准则：在满足已知约束的前提下，应选择熵
最大的分布，即对未知信息不做任何额外假设 (视为等概率)。例如，对于一个未知骰子，在没有任何信息
的情况下，只能假设掷出各数的概率均为 1/6；若已知掷出 1 的概率为 1/4，则掷出其它数的概率应均分
剩余的 3/4。

定理 3.1. 对数几率回归是满足平衡方程组(3)约束下的最大熵模型。

证明. 设 𝜋𝑘(𝒙𝑖) 为模型将样本 𝒙𝑖 预测为第 𝑘 类的概率，最大化所有样本的预测熵之和：

max
𝜋1,…,𝜋𝑐

∑
𝑖∈[𝑚]

⎛⎜
⎝
− ∑

𝑘∈[𝑐]
𝜋𝑘(𝒙𝑖) ln𝜋𝑘(𝒙𝑖)⎞⎟

⎠
s.t. 𝜋𝑘(𝒙𝑖) ≥ 0, ∀𝑖 ∈ [𝑚], ∀𝑘 ∈ [𝑐] (概率非负)

∑
𝑘∈[𝑐]

𝜋𝑘(𝒙𝑖) = 1, ∀𝑖 ∈ [𝑚] (概率归一化)

∑
𝑖∈[𝑚]

𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖)𝒙𝑖 = ∑
𝑖∈[𝑚]

𝜋𝑘(𝒙𝑖)𝒙𝑖, ∀𝑘 ∈ [𝑐] (特征矩匹配)

∑
𝑖∈[𝑚]

𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) = ∑
𝑖∈[𝑚]

𝜋𝑘(𝒙𝑖), ∀𝑘 ∈ [𝑐] (样本数匹配)

引入拉格朗日乘子：𝛼𝑖 对应概率归一化、𝜷𝑘 对应特征矩匹配、𝛾𝑘 对应样本数匹配，构建拉格朗日函数 (暂
忽略概率非负约束，因其由指数形式自动满足)：

𝐿(𝜋𝑘, 𝛼𝑖, 𝜷𝑘,𝛾𝑘) = − ∑
𝑖∈[𝑚]

∑
𝑘∈[𝑐]

𝜋𝑘(𝒙𝑖) ln𝜋𝑘(𝒙𝑖) − ∑
𝑖∈[𝑚]

𝛼𝑖 ⎛⎜
⎝
∑
𝑘∈[𝑐]

𝜋𝑘(𝒙𝑖) − 1⎞⎟
⎠

− ∑
𝑘∈[𝑐]

𝜷⊤
𝑘
⎛⎜
⎝

∑
𝑖∈[𝑚]

(𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) − 𝜋𝑘(𝒙𝑖))𝒙𝑖⎞⎟
⎠

− ∑
𝑘∈[𝑐]

𝛾𝑘 ⎛⎜
⎝

∑
𝑖∈[𝑚]

(𝕀(𝑘 = 𝑦𝑖) − 𝜋𝑘(𝒙𝑖))⎞⎟
⎠

对 𝜋𝑘 求偏导并令其为零：

𝜕𝐿
𝜕𝜋𝑘

= − ln𝜋𝑘(𝒙𝑖) − 1 − 𝛼𝑖 + 𝜷⊤
𝑘𝒙𝑖 + 𝛾𝑘 = 0

解得：

𝜋𝑘(𝒙𝑖) = exp(−1 − 𝛼𝑖 + 𝜷⊤
𝑘𝒙𝑖 + 𝛾𝑘)
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利用归一化约束 ∑𝑘∈[𝑐] 𝜋𝑘(𝒙𝑖) = 1 消去 𝛼𝑖：

exp(1 + 𝛼𝑖) = ∑
𝑘∈[𝑐]

exp(𝜷⊤
𝑘𝒙𝑖 + 𝛾𝑘) ⟹ 𝜋𝑘(𝒙𝑖) =

exp(𝜷⊤
𝑘𝒙𝑖 + 𝛾𝑘)

∑𝑗∈[𝑐] exp(𝜷⊤
𝑗 𝒙𝑖 + 𝛾𝑗)

这正是 softmax 函数的形式。 ♠
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